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本章内容

 §9.1  压杆稳定的概念

 §9.2  两端铰支细长压杆的临界压力

 §9.3  其他支座条件下细长压杆的临界

压力

 §9.4  欧拉公式的适用范围 经验公式

 §9.5 压杆的稳定性校核

 §9.6 提高压杆稳定性的措施



问题的提出：强度条件是否适用于下列拉压杆？

 NF

A
  回顾：拉压杆的强度条件

FF FF

短粗杆

FF

FF

细长杆

§9.1  压杆稳定的概念



左图：赵州桥
（隋朝）

右图： Tacoma 海峡大桥
（1940年破坏）

Euler(1707-1783)首先从理论上研究了压杆稳定问题(Euler理论）

 工程实例：石桥、钢桥与稳定问题

§9.1  压杆稳定的概念



1.1907年加拿大一在建桥，由
于悬臂桁架中的一根压杆失
稳，造成桥梁倒塌，9000吨
钢材变成一堆废墟。

2.1922年冬下，美国华盛顿一
剧院由于屋顶结构受大雪压
力，致使一根压杆超载失稳，
引起剧院倒塌，死98人，伤
100余人。

3.2000年10月，在南京电视台
演播中心演播厅屋顶的浇筑
混凝土施工中，因脚手架失
稳，造成演播厅屋顶模板倒
塌，死5人，伤35人。

§9.1  压杆稳定的概念



§9.1  压杆稳定的概念

冰雪摧毁的电塔



•桁架的稳定性

为什么桁架要尽可能设计成各杆受拉？

§9.1  压杆稳定的概念



• 其他形式的稳定问题
crFF 

窄高梁弯曲 薄壁件受外压 薄壁圆筒轴向受压

§9.1  压杆稳定的概念



左侧为风速低于颤振速度，结构稳定；
右侧为风速等于颤振速度，结构振动发散。

•风洞颤振试验照片

§9.1  压杆稳定的概念



•飞机颤振问题研究

§9.1  压杆稳定的概念



•刚体与变形体的稳定性

（1）刚性面上，刚性球受微干扰

a. 合力FR指向平衡位置

稳定平衡

b. FR为0 c. FR偏离平衡位置

不稳定平衡临界(随遇)平衡

F

RF

W

F

RF

W
W

§9.1  压杆稳定的概念



（2）刚杆－弹簧系统受微干扰

稳定平衡

.a F k l   

临界(随遇)平衡

.b F k l   

不稳定平衡

.c F k l   

临界载荷crF kl

驱动力矩F

恢复力矩k l

F 

k

l

刚杆－弹簧系统稳定性演示

§9.1  压杆稳定的概念



（3）受压弹性杆受微干扰

§9.1  压杆稳定的概念

两端铰支压杆 失稳动画演示



F < Fcr 稳定平衡

F＝ Fcr 临界状态

压杆在微弯位置不能平衡,要恢复直线

压杆微弯位置不能平衡,要继续弯曲,导致失稳

F > Fcr 不稳定平衡

压杆在任意微弯位置均可保持平衡

临界压力－ Fcr: 压杆直线形式的平衡由稳
定转变为不稳定时的轴向压力值。

§9.1  压杆稳定的概念

失稳(屈曲)——压杆丧失其稳定平衡状态而过渡到不稳定平衡状

态的现象，称为丧失稳定，简称失稳或屈曲。



§9.2 两端铰支细长压杆的临界压力

•两端铰支压杆 临界载荷实验测定



一、临界载荷的欧拉公式

•两端受压简支杆

F
M(x)

x

F w

( )M x Fw 

2

2

( )d w M x

d x E I


F F

F F

•临界平衡状态

•驱动与恢复内力矩

驱动内力矩

恢复内力矩
2

2
( )

d w
M x E I

d x

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( )M x Fw 驱动内力矩 恢复内力矩
2

2
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M x E I

d x

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wd
w

EI

F

dx

wd

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•压杆稳定微分方程
F F

•通解： sin cosw A kx B kx 

•位移边界条件：
0B

0sin klA

,0x 0w

,lx  0w

•存在非零解的条件： sin 0kl 

§9.2 两端铰支细长压杆的临界压力



2

2cr

E I
F

l


取： n=1

sin 0kl  kl n
n

k
l



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
  

•临界载荷欧拉公式
F F

2 ,
F

k
E I

注意到：

§9.2 两端铰支细长压杆的临界压力



•临界载荷（欧拉临界载荷)与截面抗弯刚度成正比，
与杆长的平方成反比。

2

2cr

E I
F

l




二、临界载荷的欧拉公式的几点讨论

•压杆在临界状态时的平衡是一种有条件的随遇平衡——

可有任意的微弯程度, 但轴线形状一定。

sin
x

w A
l


•两端简支压杆的挠曲轴

§9.2 两端铰支细长压杆的临界压力



•高阶解的意义：

当n=2时，得到： x
l

Aw
2

sin

FF

2 2

2
( 1, 2 )

n EI
F n

l


  

（中间支撑不受力）

• 欧拉公式的适用范围：

Q 压力沿杆件轴线

Q 小挠度(小变形)

Q 线弹性

Q 理想均质材料,细长杆

EI

xM

dx

wd )(
2

2



F F

§9.2 两端铰支细长压杆的临界压力



三、大挠度理论与实际压杆

EI

xM

x
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1
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 
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D

maxw
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CcrF
A

B
•精确压杆稳定微分方程

（求解大挠度问题）

•理想压杆小挠度理论与大
挠度理论及实验结果比较

大挠度理论

小挠度理论

实验结果

由大挠度理论，F=1.015Fcr, 

wmax=0.11l. 

比较显示了理想压杆小挠度理论的实际意义。
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例： 解：截面惯性矩

临界力

按强度条件，
屈服压力：

   461.4kN

s sF A 
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§9.2 两端铰支细长压杆的临界压力



C

l

F

a

B

A

例：AB刚性杆，BC弹性梁，

弯曲刚度EI，求Fcr

1

2

F

解：考虑梁杆结构的临界平衡，
B为刚性接头，在B处

1 2 

由杆，B处内力偶

1 1, B
B cr

cr

M
M F a

F a
  

由梁，B处转角
2 3

BM l

EI
 

3

3
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M M l EI
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F a EI al
  

§9.2 两端铰支细长压杆的临界压力



 解析法确定临界载荷

 类比法确定临界载荷

 相当长度与长度因素

 例题

§9.3 其他支座条件下细长压杆的临界压力



一、解析法确定临界载荷

F

A Bl

F

A B



l

根据微弯临界平衡状态
建立微分方程

2

2

( )d w M x

dx E I


( ) ( )M x F w 

2

2
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k

E I
令 22

2
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1. 固支-自由压杆

F

w
x

MF
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通解：

sin cosw A kx B kx   

考虑位移边界条件：

0, 0,x w 

,x l w  

B  

0 , 0
d w

x
d x

  

sin cosA kl B kl    

F

A B



l
x

w

22

2

2

kwk
dx

wd


0Ak  或 0A 

cos 0kl •存在非零解的条件：

§9.3 其他支座条件下细长压杆的临界压力



2 1
( 1, 2 )

2

n
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
  
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取n=1, 得固支-自由压杆的临界载荷：

2

2
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EI
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
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•存在非零解的条件：

注意到： 2 F
k
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
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得：

§9.3 其他支座条件下细长压杆的临界压力
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2. 一端固支一端铰支细长压杆的临界载荷

l

F
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根据微弯临界平衡状态
建立微分方程
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通解：
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F
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x
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通解：

考虑位移边界条件：

2
0RF

A k
E Ik

 0, ' 0x w 

sin cos 0A kl B kl , 0x l w 
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sin cos

l

EIk

k
EIk

kl kl

 

2

2

0 1

1
0 0

0

RF l
B

E I k
 

2
0

2
0RF

A k
E Ik

  sin cos 0A kl B kl 

F

RF

x
l

•存在非零解的条件：

klkl tan

§9.3 其他支座条件下细长压杆的临界压力



EIkF 2

2 2

2 2

4.493

(0.7 )cr

EI EI
F

l l


 

F

RF

x

l

klkl tan

2y k l1 tany kl

( ) 4.493akl 

 4.493
F

l
EI



§9.3 其他支座条件下细长压杆的临界压力



2 2

2 2(2 ) 4cr

EI EI
F

l l

 
 

l

F

l

F

l

F

1. 一端固支一端自由：

二、类比法确定临界载荷

观察：受力与变形与两端
铰支压杆左半部分相同

类比：一端固支一端自由长l的压杆的临界载荷等于
长2l的对应铰支压杆的临界载荷。

与解析法结果相同

§9.3 其他支座条件下细长压杆的临界压力



2. 一端固支、一端铰支

2

2

)7.0( l

EI
Fcr




l

Fcr

A B

Fc

r

0.7l

Fc

r BC

Fcrl7.0

拐点

A BC

•变形曲线观察：与B端相
距约0.7l处有一拐点C

•类比：拐点C处弯矩为零，
将C点坐标转动到变形前位
置，BC段类比铰支压杆。

•近似性讨论：由于变形后
拐点C离开轴线，B处有约束
反力，小变形条件下很小。

§9.3 其他支座条件下细长压杆的临界压力



3.  两端固支压杆：

2

2

)2/(l

EI
Fcr




crF

拐点 拐点

2l 4l4l

crF

2l

crF

§9.3 其他支座条件下细长压杆的临界压力



三、欧拉公式的统一表达式：

2

2

)( l

EI
Fcr m




ml ——相当长度：相当的两端铰支压杆的长度

m——长度因数：支持方式对临界载荷的影响

cr 2

EI
F

l

 2



 
cr 2

/ 2

EI
F

l

 2



cr 2(0.7 )

EI
F

l

 2



cr 2(2 )

EI
F

l

 2



1m

2m

2

1
m

7.0m

欧拉公式可以写成统一形式：

§9.3 其他支座条件下细长压杆的临界压力



Fcr –––维持微弯平衡状态最小的压力。

各方向约束情况相同时：

m为常数，I＝Imin––– 最小形心主惯性矩

各方向约束情况不同时：

使Fcr最小的方向为实际弯曲方向，I为弯曲时
横截面对其中性轴的惯性矩。

讨论：压杆为空间实体时，在轴向力作用下如果失稳，它
朝哪个方向弯？

xz平面内弯，

xy平面内弯， 绕z轴转动

绕y轴转动

Fcr

x

y

z

§9.3 其他支座条件下细长压杆的临界压力



2

2cr

E I
F

l




问题：结构在哪个平面内失稳？
临界载荷等于多少？

解：临界载荷

例：确定图示压杆的临界载荷(h>b)

b

h

y

z

x


F
l

FO x

y

z

1. 当两端的约束是球形铰。

2. 当两端的约束是圆柱形铰，圆柱销轴线沿z轴。

§9.3 其他支座条件下细长压杆的临界压力



2

2cr

E I
F

l




12

3bh
Iz 

12

3hb
I y 

解：临界载荷

压杆在x-z平面内失稳

例：确定图示压杆的临界载荷(h>b)

b

h

cos 2 sin 2
2 2

y z y z

yz

I I I I
I I  

 
  

F
l

FO x

y

z

1. 当两端的约束是球形铰。

y

z

x


22

2 2

y

cr

E IE I
F w h en h b

l l

 
  
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2
( )

2

x y z
cr

E I
F

l




12

3bh
Iz 

12

3hb
I y 

例：确定图示压杆的临界载荷(h>b)

b

h
F

l
FO x

y

z

y

z

x


2. 当两端的约束是圆柱形铰，圆柱销轴线沿z轴。

压杆在x-z平面内，
2

( )

2( )

yx z
cr

E I
F

l



m


压杆在x-y平面内，

其中m=0.5 ～1， Iy<Ix 

需要判断，杆件总沿临界载荷最小的方向失稳。

§9.3 其他支座条件下细长压杆的临界压力



讨论：

B

§9.3 其他支座条件下细长压杆的临界压力



0.5l            0.7l            l                 2l

D

§9.3 其他支座条件下细长压杆的临界压力

讨论：



作 业

9.9， 9.10


